RÔLE DE L'ESPACE DE BESOV B^^'°°DANS LE CONTRÔLE DE 
L'EXPLOSION ÉVENTUELLE EN TEMPS FINI DES SOLUTIONS 
RÉGULIÈRES DES ÉQUATIONS DE NAVIER-STOKES 

0\ '■ RAMZI MAY 

O 
O 



Résumé. Soit u G C([0, T* [; L"(]R")") une solution maximale des équations de Navier-Stokes. 
Nous montrons que u est C°° sur ]0, T*[xM" et qu'il existe une constante e* > 0, qui ne dépend 
que de n, telle que si T* < oo alors, pour toute to G S" (M")", on a limt^T* \\u(t) — ti;||p,-i,oo > e^,. 

The rôle of the Besov space B^^'°° in the control of the eventual explosion in finite 
^ time of the regular solutions of the Navier-Stokes équations 

^ I Abstract. Let u G C([0, T* [; be a maximal solution of the Navier-Stokes équations. 

We prove that u is C°° on ]0, T*[xM"' and there exists a constant > 0, which dépends only 



on n, such that if T* is finite then, for ail uj G SfM")", we have lim^^y* \\u(t) — w||p,-i,oo > 

1. Introduction et énoncé des résultats 



Nous utilisons dans cette note les notations suivantes: on désigne par n un entier fixe supérieur 
^ ' à 3. Tous les espaces fonctionnels considérés sont définis sur l'espace M". Si (X, ||.||) est un 

en : espace de Banach tel que S'(M") ^ X ^ 5"(M"), on note par X l'espace produit X^, on pose 

Xq- = {/ g X; div{f) = 0} et on désigne par X l'adhérence de 5(M")" dans X. 
O ■ Soient uq G L" et n G C([0, T*[; L") la solution maximale des équations intégrales de Navier- 

\^ , Stokes associées à la donnée initale uq 



(NSI) = e*^no + L(PV.(n®n))(t), 



' oir P est le projecteur de Leray et L est l'opérateur linéaire défini par 



(1.1) Hfm = - / e(*-^)^/(s)d5. 







> 

X 

I Pour l'existence et l'unicité de la solution u, on pourra consulter les références ([1], [7], [9]). En 

ce qui concerne la régularité de u, P.G.Lemarié-Rieusset [7] a montré, en utilisant le critère de 
Cafi'arelli, Kohn et Nirenberg, que la solution u appartient à l'espace C(]0, T* [, L°°) et qu'elle est, 
par conséquent, de classe sur l'ouvert Qt* =]0, T*[xM". Nous présentons, dans ce papier, 
une autre démonstration élémentaire et directe de la régularité de u. 

Supposons, dorénavant, que notre solution u explose en temps fini i.e T* < oo, (nous ne 
savons pas, jusqu'à présent, si un tel phénomène est possible ou non). Notre objectif principal est 
d'étudier le comportement de u{t) au voisinage de T* . Rappelons que Y. Giga [3] a prouvé que les 

y \ —( — — 1) 

normes ||n(t)||p , n < p < oo, tendent vers l'infini avec une vitesse supérieure à Cp{T* — t)^^p 
Dans le cas limite où p = n, H. Sohr et W.Von Wahl [10] ont montré que u ne peut pas être 
uniformément continue sur [0, T*[ à valeurs dans l'espac L". H. Kozono et H. Sohr [6] ont 
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précisé ce résultat en montrant l'existence d'une constante eks > 0, qui ne dépend que de n, 
telle que si limt^T* u{t) = u* dans faible, alors liuit^T* 11^^(^)11" — ll^*lln — ^ks- Comme 
conséquence, ils ont prouvé que u n'appartient pas à l'espace i?y([0, T* [, L"). Récemment, L. 
Escauriaza, G. Seregin et V. Sverak [2] ont montré, qu'en trois dimensions d'espace (n = 3), si 
la solution u appartient en plus à l'espace d'énegie de Leray-Hopf Ct* = L^*(jj^) n L|,*(H^), 
alors limt^T* 11^(^)113 = oo. Dans cette note, nous démontrons le théorème suivant qui précise 
le comportement de u{t) dans l'espace limite de Besov Boo^'°° (rappelons que L" ^ Boo^'°°). 
Ce résultat est fort utile dans l'étude de la régularité des solutions faibles des équations de 
Navier-Stokes [8]. 

Théorème 1. Il existe une constante > qui ne dépend que de n telle que, pour toute 

_ -S— 1,00 
uj G Boo , on a 

(1.2) lim ||n(t) — a;|U-i,°o > £*• 

Remarque 1. nous montrons dans [8] que ce résultat de persistance reste vrai lorsqu'on rem- 
place l'espace L" par d'autres espaces fonctionels tels que les espaces de Lebesgue (avecp > n) 
ou l'espace de Sobolev H 2"^. 

Une conséquence immédiate de ce Théorème est le résultat suivant. 

CoroUary 1. La solution u n'appartient pas à l'espace BV{[0,T*[;'B^'^). 

Proof. En utilisant l'injection de L*^ dans BJ^^'°°, Le Théorème 1 nous permet de construire 
par récurrence une suite strictement croissante (tj)jeN d'éléments de ]0,T*[ telle que, pour tout 
j G N, \\u{tj+i) — u(tj)||g-i,oo > e*. D'où le résultat. ■ 

Avant de passer à la démonstration du Théorème 1, nous énonçons quelques résultats préliminaires. 
Pour les démonstrations de ces résultats ainsi que pour les définitions de la décomposition de 
Littlewood-Paley, du paraproduit de Bony et des espaces de Besov, nous renvoyons les lecteurs 
aux références [I] et [7] . 

Le premier résultat est une version améliorée du théorème d'existence de Kato [5]. 

déf 

Théorème 2 (Théorème de Kato). Soit vq G L". Il existe un unique temps maximal = 

déf 

T^{vo) g]0,oo] et une unique fonction vectorielle v = S*p^{vo) G ^q<t<t,^^{Qt) solution 
maximale sur ]0, T^, [ des équations (NSI) associées à la donnée initiale vq, où 'L^{Qt) est l'espace 
des fonctions w eC{[Q,T];ljl) telles que ^^tw e C{[Q,T];Ij°°) et\'imt^Qy/t\\w{t)\\^ = Cette 
solution V est de classe C°° sur l'ouvert Qt, , plus précisément v G nj^jgNQ(]0, T^, [, B^°°). Enfin, 
il existe une constante positive e„, qui ne dépend que de n, telle que si pour un réel positif T on 
« (1 + ll'"o|ln)supo<f<r Vt ||e*'^^'o||oo ^ alors T^^ivo) > inf(l,r). 

Une conséquence directe de ce théorème est le lemme principal suivant. 

Lemme 1. Soit vq G L". On pose v = S'^{vo) et = T^{vo). Alors pour tout tQ g]0,T^'[ on 
a T^(w(to)) = — ^0 et S'^{v{to)) = v{. + to). Si on suppose que < — to < 1 alors 

(L3) I*{vo,to) = + \Hto)\\J sup Vt\\e'^{v{to))\\^>en. 

0<t<T*,(î)o)-io 

Le lemme suivant caractérise l'effet régularisant de l'opérateur L. 



CONTRÔLE DE L'EXPLOSION DES SOLUTIONS DES ÉQUATIONS DE NAVIER-STOKES 



3 



Lemme 2. // existe une constante Cn > telle que pour tous T s]0, 1], a G {1,2} et r £ M, 
L'opérateurL,, défini par est continu de C([0, T]; B^°°) dans C{[0,T];'B^'^'°°) et sa norme 

est inférieure a CnT 2 . 

Pour énoncer le dernier lemme, nous introduisons la définition d'une version affaiblie du para- 
produit vectoriel de Bony. Soient f et g :M" — > M" deux fonctions. On définit, formellement, les 
deux opérateurs bilinéaires ttq et vri par 7rj(/ ® 5) = YlT=o ^k+iif) ® ^k{g), i = 0,1. Rappelons 
que dans le cas où f et g sont dans 5(M")" on a bien l'identité f ® g = T^^if (i) g) + i^iig f)- 

Lemme 3. Soit s > 1. Il existe une constante positive Cn,s telle que les opérateurs ttq et vri sont 
continus de xB^'''°° (resp. Co(M") x B^**'°°) dans B^°° (resp. B^*'°°) et leurs normes 

sont inférieures à Cn,s- En particulier si f et g sont dans B^^'^ alors f®g = T^Q{f®g)+T^i{g®f ) 
dans B^**'°°. 

2. DÉMONSTRATION DU ThÉORÉME 

Nous partageons la démonstration en trois étapes. 
1'^'^^ étape. Montrons que T* = T^{uo) et que u = S^{uo) (il en résulte, en particulier, que u E 
C^{Qt*))- En vertu de l'unicité des solutions des équations de Navier-Stokes dans C([0,T];L") 
[1], nous avons T* > T^{uq) et u = S*j^{uq) sur [0, T^(îxo)[- On conclut alors dès qu'on 
prouve que T* < T^{uo). Supposons que T^(no) < T* . Alors l'ensemble S*j^{uo) {[0,T^{uq)[) = 
u {[0,T^{uo)[) est un précompact de L". Utilisant ensuite le fait que pour toute / £ L", 
supo<s<iV^||e''^/|L - Cn||/||.„ et lims^o^/s\\e''^f\\^ = 0, on montre qu'il existe A G]0, 1[ 
tel que, pour tout tç, G [0,T^{uo)[, on a 

(l + ||5^(no)(to)||J sup Vt\\e'^S*j,{uo){to)\\^<en. 

0<t<A 

Prenons tç, tel que < T^(uo) — tQ<X, il vient /*(no, to) < ^n, ce qui est absurde d'après ()1.3p . 
2eme gta,pe. Montrons que pour tout < a < T* , u ^ L°°{[a,T*[, L°°). On raisonne par 
l'absurde et on pose vq = u{a) et v = S'^{vo). Alors, d'après le Lemme [T] et l'étape précédente, 

on a M =^ supo<t<T^.(t,o) [^(i)!!^ < Un calcul élémentaire utilisant le lemme de Gronwall, 
l'inégalité de Young et le fait que le noyau de l'opérateur e*^PV est dans L^(R")"^" et que sa 
norme est inférieure à nous permet de prouver que A'' =^ supQ^j^-p*^^^,^^ ll^(Olln 
conséquent, pour tout to ^ [0,Tk(^o)[, on a 

hivo, to) < C7(l + A^) M^T*^ivo) - to, 

ce qui contredit (jl.3p . 

geme ^|;a,pg_ ggit £ > pour lequel on suppose qu'il existe uj G 5'(M")"' vérifiant 

lim \\u(t) — wIId-i.oo < e. 

Il existe alors Sq g]0, T*[ tel que pour tout t G [T*—ô, T*[ on a \\u(t) — ti;||p,-i,oo < e. Soit ô g]0, ÔqI 
un réel à fixer ultérieurement. On pose u^o = u{T* — ô), alors, d'après la 1'^^^ étape et le Lemme 
[U T^{wo) = ô et vu = S'^{wo) = n(.+ T* — ô). Par conséquent supg^j^^ 11^^(0 ""^IIb^^'"" ^ ^■ 
Soit s > 0. Le Théorème de Kato assure que vu G C([0, (^]; B^^'°°), il en résulte, d'après le 
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Lemme [U 

1 

w{t) = e^^WQ + (PV.TTj [{w-uj)(^w])+l. (PV.vrj [uj®w]) {t). 

3=0 

Utilisons encore le Lemme [3] et le fait que PV est continue de B5d°° dans '&o^^'°°{r G R), on 
trouve que, pour tout 5' G]0,(^[, on a 

sup ||î«(t)||âs+i,oo < llwollgs+i.oo + (^{e + ||a;||^ -y/^} sup ||îy(t)||fis+i,oo , 
0<t«5' °° °° 0<t<5' 

oii C est une constante positive qui ne dépend que de n et s. Supposons par l'absurde que 
e < = j^. Choisissons, maintenant, 5 tel que la quantité C{e + \\oj\\^ V^} soit inférieure à 
^, on obtient que le supo<t<5 ||îi'(i)||gs+i,oo est majoré par 2 ||t(;o||BS+i,oo . Rappelons que B^^'°° 
s'injecte dans L°° et que w = u{.+ T* — S), il vient que sup7^*_5<j<2-. ll'"(*)lloo 
est impossible d'après l'étape précédente. Donc, pour toute iv G S'(M"')", 

lim \\u(t) — wllxj-i.oo > e*. 
Par densité, cette dernière estimation reste vraie pour toute eu G B^^'°°. 
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